














TÍTOL DEL TFC: Estabilitat Orbital d’un satèl·lit situat als punts L4/L5 del 
Sistema Terra-Lluna. 
TITULACIÓ: Enginyeria Tècnica Aeronàutica, especialitat Aeronavegació 
AUTOR: Gibert Ribalta i Sala 
DIRECTOR: Jordi Gutiérrez Cabello i Pilar Gil Pons 




Títol: Estabilitat Orbital d’un satèl·lit situat als punts L4/L5 del Sistema Terra-
Lluna 
Autor: Gibert Ribalta i Sala 
Director: Jordi Gutiérrez Cabello i Pilar Gil Pons 




L’objectiu d’aquest TFC és estudiar el procediment d’inserir un satèl·lit en un 
punt de Lagrange del sistema Terra-Lluna, i analitzar els efectes pertorbadors 
que poden afectar en llarg termini a l’estabilitat orbital. En particular, 
considerem els punts L4/L5 del Sistema Terra-Lluna. 
L’aproximació a aquest estudi ha estat tant analítica com numèrica. Per tal de 
tractar el problema des d’un punt de vista numèric hem utilitzat el software 
STK (Satellite Tool Kit). El STK és un software sofisticat utilitzat en àmbits 
professionals relacionats amb l’espai, l’aeronàutica i la defensa. Però la seva 
utilització no és trivial. Hem comprovat que els resultats obtinguts amb el STK 
són raonables i fem la comparació entre els resultats tant numèrics com 
analítics per la majoria dels casos. 
El STK s’ha utilitzat per inserir un satèl·lit en un punt de Lagrange  escollint les 
transferències orbitals energèticament més eficients. Aquest software ens 
permet analitzar el problema de la estabilitat orbital des d’una perspectiva 
realista, considerant els efectes pertorbadors de tercers cossos, és a dir, altres 
objectes massius del sistema solar, i considerant, també, els efectes de la 
radiació solar. És important adonar-se’n que no és viable fer una aproximació 
realista des del punt de vista analític i només es pot resoldre amb l’ajuda de 
complexos procediments numèrics. 
Finalment, som conscients de la gran capacitat del STK per resoldre 
problemes de mecànica orbital complexes. Per aquesta raó, STK s’utilitza en 
un ampli àmbit professional. A més a més, l’interfície gràfica fa del STK una 
eina molt útil per ensenyar i assistir al desenvolupament de TFC relacionats 
amb aquest. Per la qual cosa, hem fet èmfasi en aquest treball per explicar 
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The aim of this TFC is to study the procedure for placing a satellite in a 
Lagrange point of the Earth-Moon system, and check the perturbation effects 
that may alter its long term orbital stability. In particular, we will consider the 
L4/L5 points of the Earth-Moon system. 
Our approach to this study has been both analytical and numerical. In order to 
tackle our problem from the numerical point of view we have used the software 
STK (Satellite Tool Kit). STK is a sophisticated software used in professional 
environments related to space, aeronautics and defense. But using it is not a 
trivial task. We have checked that our results using STK are reasonable by 
establishing comparisons between the numerical and the analytic results for 
the most simplified cases.  
STK has been used to place a satellite in a Lagrange point by choosing the 
most energetically efficient  orbit transfers. This software has also allowed us to 
analyze the problem of orbital and attitude stability from a realistic perspective, 
that is, considering the perturbing effects of Third Bodies -that is, other massive 
objects of the Solar System, and considering as well the effects of the radiation 
pressure from the Sun. It is important to realize at this point that such realistic 
approach is not feasible from the analytical point of view and only complex 
numerical procedures can help solving the considered problem.     
Finally, we have become aware of the huge capacity of STK for solving 
complex orbital mechanics problems. This is the reason why STK is widely 
used in professional environments. Furthermore, its interface and clear 
graphics make STK a very useful tool for teaching and assisting the 
development of TFCs related to the present one. Therefore, we have made a 
point of our work to explain clearly the procedures followed to obtain the 
mentioned results.  
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El disseny complet d’una missió espacial no és trivial. El procés requereix la 
participació d’una gran quantitat de col·laboradors científic-tècnics i de la 
dedicació d’un important i llarg període de temps. Segons la nomenclatura de la 
NASA, que s’utilitza en aquest treball, existeixen diferents etapes pel 
desenvolupament d’una missió espacial. Són les següents:  
 
Fig. 0.1 Fases d’una missió espacial segons la nomenclatura de la NASA. 
L’objectiu principal del nostre treball s’emmarca dintre del procés de 
desenvolupament d’una missió espacial. En particular, volem enviar un satèl·lit 
des de la Terra a un punt a l’espai i que es quedi estable a prop d’aquell punt. 
Per aconseguir aquest objectiu, s’ha de fer uns estudis bàsics i els anàlisis 
preliminars corresponents.  
Un cop tenim clars els objectius s’ha de començar a dissenyar els detalls de la 
missió, com per exemple, determinar quines òrbites es faran servir per tal de 
gastar la menor energia possible. Acte seguit tenim el desenvolupament del 
projecte i un cop finalitzat aquest, ja és hora de posar en marxa la missió i, per 
tant, començar amb les operacions. 
El que farem nosaltres en aquest TFC correspondria a la Pre-Fase A i la Fase 
A. Aquí es fa un estudi bàsic de la nostra missió, és a dir, quins són els 
objectius principals del projecte i què es vol estudiar un cop el satèl·lit estigui en 
funcionament. En la Fase A, s’estudiarà la manera d’enviar el nostre satèl·lit en 
el punt concret on el volem enviar. Per tant, s’haurà d’estudiar i escollir les 


















Els punts estables de Lagrange ja han estat estudiats profusament a la 
literatura –per exemple a Fundamentals of Astrodynamics. Donades les seves 
característiques, que estudiarem al següent capítol, aquests punts són ideals 
per mantenir un satèl·lit en òrbita estable consumint poca energia. 
Ja s’han enviat satèl·lits als punts de Lagrange L1 i L2 del sistema Sol-Terra 
però mai als punts L4/L5. Per exemple el SOHO es va enviar al punt L1 i ara, el 
nou projecte de la ESA, GAIA, enviar-lo al punt L2. 
Per tant, hem d’obrir noves portes i començar a investigar en els punts estables 
de Lagrange per a què tot el comentat anteriorment es faci possible.  
Aquests punts són, per un futur,  ideals per a fer construir una colònia espacial 
des d’on es podrien realitzar missions interplanetàries, ja que aquesta colònia 
es quedaria fent òrbites de Lissajous al voltant d’aquests punts i una modesta 
capacitat de propulsió asseguraria que mai no escapés de l’entorn d’aquests 
punts.  
Les indústries a altes òrbites terrestres podrien fabricar satèl·lits d’energia solar 
o obtenir i subministrar recursos obtinguts a la Lluna o als asteroides. Cada un 
d’aquests satèl·lits podria entregar a la Terra energia a baix cost i 
mediambientalment segura, via microones. Estudis teòrics apunten que 
quaranta-cinc d’aquests satèl·lits, es diu que, podrien ser suficients per 
subministrar tota l’energia elèctrica necessitada actualment per els EEUU.  
Si això s’aconseguís, es crearien milers de llocs de treball tant a l’espai com a 
la Terra en un període de temps molt curt, com podria ser, només, de quinze 
anys. A més a més, es col·locarien desenes de milers d’éssers humans vivint i 
treballant a l’espai. Per tant, s’obririen noves fronteres. 
Però, per a què tot això sigui viable, la preocupació dels enginyers és saber 
com arribar en aquests punts i si aquesta colònia seria estable des del punt de 
vista de la seva òrbita. Així doncs, en aquest TFC es pretén estudiar com es 
veuria afectat un satèl·lit en aquests punts. 
 
0.2 Què fem en aquest TFC? 
El primer capítol està dedicat a la introducció del software a utilitzar. Aquesta és 
l’eina més important del projecte, ja que gràcies a ella, es pot obtenir i verificar 
els resultats. En aquest punt s’introdueix com començar a utilitzar el STK 
(Satellite Tool Kit) creant un satèl·lit i fent que aquest descrigui l’òrbita que 
l’usuari desitja. 
Introducció   3 
 
El següent punt que tractem són els càlculs analítics ideals per a fer les 
transferències d’òrbites que volem estudiar. Es treballa sobre les transferències 
de LEO (Low Earth Orbit) a òrbita del punt de Lagrange que ens interessa,  L5, 
i de GTO (Geostationary Transfer Orbit) a aquesta mateixa òrbita L5. Les 
descripcions d’aquests tipus d’òrbita i de L5 es donaran als capítols 2 i 3 
d’aquest treball. 
En el tercer capítol introduirem amb detall els Punts de Lagrange. És en 
aquests punts on nosaltres volem enviar el nostre satèl·lit. Per tant, s’ha de 
saber molt bé què són i  on són per entendre la complexitat a la que ens 
enfrontem.  
En el quart capítol entrarem ja en la part de la simulació i la comparació de 
resultats. En aquest punt compararem els resultats analítics amb els resultats 
extrets de la simulació amb el programa STK. 
I, com a últim punt del projecte, introduirem les pertorbacions orbitals en el 
nostre sistema, per tal de veure com el cas ideal de la transferència a l’òrbita de 
L5 es veu afectat per aquestes pertorbacions que més endavant es comenten. 
 
0.3 Búsqueda del software adequat per la simulació de 
l’enviament del Satèl·lit.  
 
Per la realització d’aquest projecte es va haver d’escollir entre dos tipus de 
software; el STA (Satellite Trajectory Analysis) i el STK (Satellite Tool Kit). 
El STA és un programa desenvolupat per la ESA (Agència Espacial Europea) 
que pretén ser una eina de recerca per analitzar, determinar, simular i 
visualitzar missions espacials en fase de disseny. 
El STK és un software desenvolupat per l’empresa AGI (Analytical Graphics, 
Inc.) que també està pensat per la realització de les funcions anteriors, però 
l’avantatge principal és que aquest programa és professional i, en la pràctica, 
s’utilitza per projectes de defensa i en l’àmbit aeroespacial com un estàndard. 
STK ofereix una versió gratuïta, amb els mòduls de funcionament bàsics, i de 
prova temporal. Però també permet comprar llicències d’us per tenir accés a 
mòduls més sofisticats. 
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Fig. 0.2 Empreses que desenvolupen el software 
 
Donat que ambdós tipus de software ofereixen funcionalitats similars però el 
STK està més extens dins el mon professional, es va escollir el STK com a 
programa a utilitzar perquè d’aquesta manera es coneix un nou software que 
pot ser molt útil en un futur. 
Un cop introduïts en aquest software i en explorar les seves funcionalitats, ens 
vam adonar que necessitàvem un mòdul anomenat Astrogator per tal de poder 
realitzar les transferències orbitals.  A  més vam veure que per poder utilitzar el 
Astrogator, es necessitava la versió del STK Professional. Descarregant el STK 
de la web principal de AGI www.stk.com es baixa la versió STK Basic i un mes 
d’avaluació del STK Professional. Així doncs, ens vam trobar amb aquest 
inconvenient, només deixava usar el STK Professional un mes i el 
necessitàvem per més temps. Finalment, es va poder allargar el termini i així 
poder realitzar el projecte amb aquest software. 
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1 DESCRIPCIÓ DEL SOFTWARE 
1.1 Introducció 
El STK i la nostra familiarització amb l’ús d’aquest software ha estat una part 
molt important de la realització d’aquest treball, per tant, hem considerat 
imprescindible dedicar un capítol per explicar com funciona i quins passos hem 
seguit per tal d’elaborar aquest TFC i assolir tots els objectius marcats. 
Recordem que aquests objectius són, principalment: la determinació d’òrbites a 
utilitzar, el llançament del satèl·lit, l’estudi de l’estabilitat. Tot això no hauria 
estat possible sense l’ajuda del software STK. La utilització d’aquest programa 
ens ha donat una multitud de possibilitats per realitzar el que volíem fer. 
Així doncs, el software utilitzat és el Satellite Tool Kit, però normalment 
l’anomenem per les seves inicials STK. Aquest programa és un software 
desenvolupat per Analytical Graphics, Inc. que permet als enginyers i científics 
dissenyar i desenvolupar complexes simulacions dinàmiques de problemes del 
món real. Originalment va estar creat per resoldre problemes de satèl·lits 
artificials, avui en dia ja és utilitzat també per la comunitat de defensa.  
Satellite Tool Kit proporciona una potent eina astrodinàmica i geomètrica per la 
simulació i l’anàlisi d’interaccions sobre satèl·lits, vehicles de llançament, 
míssils, avions i vehicles terrestres.  El nucli del STK inclou generació de dades 
de posició i actitud, anàlisi del temps i anàlisi de la cobertura dels sensors pels 
objectes modelats en l’entorn STK 
El STK s’utilitza en organitzacions de gran prestigi com la NASA, ESA, Boeing, 
JAXA, EADS, Airbus,... Com s’ha dit anteriorment, el software té un ampli camp 
de treball:  
- Anàlisi de comunicacions  
- Exploració de l’espai  
- Intel·ligència geoespacial  
- Disseny de missions  
- UAVs  
- Operacions de naus espacials  
El nostre projecte, en particular, està dividit en 3 parts: 
1. D’una òrbita LEO als punts L4/L5  
 
En aquest punt s’envia un satèl·lit des de l’òrbita LEO que hem considerat més 
adient per la transferència al punt de Lagrange L4/L5. Amb el STK som 
capaços de realitzar simulacions i veure com es comporta el satèl·lit un cop 
situat als punts desitjats a l’espai. Per fer la transferència s’ha d’utilitzar el 
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Astrogator. Aquest és un mòdul que permet analitzar les transferències orbitals 
amb gran precisió.. 
2. D’una òrbita GTO als punts L4/L5  
 
En aquest punt s’envia un satèl·lit des de la superfície terrestre a una òrbita 
GTO, que després sigui convenient per la transferència al punt de Lagrange 
L4/L5.  
Mitjançant el software escollit som capaços de realitzar simulacions i veure com 
fem arribar el satèl·lit a l’òrbita GTO i després transferir-lo als punts L4/L5. En 
aquest cas, també haurem d’utilitzar el Astrogator. 
3. Estabilitat a L4/L5  
 
Aquest punt consisteix en l’estudi de l’estabilitat que tindrà el satèl·lit al voltant 
d’ aquests punts. Veurem com estarà afectat el satèl·lit, és a dir, si es troba en 
total repòs relatiu als punts de Lagrange en qüestió o bé, manté una òrbita al 
voltant d’aquests punts. Per determinar l’estabilitat del satèl·lit s’haurà de 
considerar diversos paràmetres com l’atracció de grans cossos com podria ser 
Júpiter, la pressió de radiació solar, etc,.  
Tot això s’haurà de fer amb l’ajuda del programa el qual ens donarà 
simulacions i càlculs per tal d’arribar a una conclusió sobre la seva estabilitat.  
 
 
Fig. 1.1 Actitud d’un satèl·lit 
 
 
1.2 Interfície SATELLITE TOOL KIT v.8.1.3 
 
L’entorn del Satellite Tool Kit, com hem comentat anteriorment, es basa 
sobretot en diferents mòduls classificats segons els diferents àmbits de 
l’enginyeria en què consisteix el software, als que podem accedir a través del 
menú principal del programa. Una vegada accedim al programa podem distingir 
Descripció del Software   7 
 
diverses parts: l’Object Browser, la interfície gràfica,, el menú principal, les 
barres d’eines, les icones d’animació de les simulacions,.... 
 
Fig. 1.2 Pantalla d’inici del STK, correspon a l’entorn al qual realitzarem la 
major part de les accions del càlcul d’òrbites. 
 
L’aparença general del STK és la que es mostra en la imatge anterior. És en 
aquest entorn que desenvolupem la majoria d’accions.  Com s’ha comentat 
també anteriorment, independentment del mòdul en què treballem sempre 
trobarem els següents elements en pantalla. 
- La Barra d’eines: Com es pot apreciar a la imatge anterior hi ha gran 
quantitat d’icones amb les quals es pot arribar a realitzar infinitat 
d’accions. La barra principal, què és la barra què trobem a tots el 
programes i inclou les pestanyes File, Edit, View... També es pot veure 
icones que indiquen tant la creació d’un nou escenari, com també la d’un 
navegador. Denominarem escenari a cadascun dels nous projectes que 
realitzarem. Més a la dreta tenim les icones de reproducció de les 
simulacions realitzades. 
 
- L’Object Browser: Es troba al marge esquerra de la pantalla. Aquí és on 
es mostren tots els elements que hem creat, és a dir, planetes, 
satèl·lits,.... Des d’aquí accedim a les propietats d’aquests elements 
creats. 
 
- Display: És la part central de la pantalla. És la part més important del 
programa. Es mostra tant la simulació de lo que s’ha fet amb el 
programa, com també les propietats dels objectes creats.  
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Fig. 1.3 Pantalla del STK al crear un nou escenari (3D) 
La imatge anterior apareix un cop nosaltres creem un nou entorn de treball o 
escenari, és a dir, un nou projecte. Per fer-ho hem de prémer a una icona 
característica . Un cop premem aquí ens surt aquesta pantalla, on es pot 
veure que en el display apareix la Terra en 3D. Si ens fixem, a la cantonada 
esquerra a baix hi ha una altra pestanya que diu 2D Graphics. Accedint a 
aquesta pestanya apareix el següent gràfic: 
 
Fig. 1.4 Pantalla del STK al crear un nou escenari (2D) 
Descripció del Software   9 
 
Una de les accions més senzilles que es pot fer amb el Satellite Tool Kit és 
enviar un satèl·lit a òrbita, i això és el què farem primerament.  
En primer lloc s’haurà de crear un nou escenari per treballar en el nostre 
satèl·lit. Per fer això haurem d’anar a File/New . Un cop creat veiem que surt a 
la pantalla un mapa 2D de la superfície terrestre i també una nova pestanya on 
apareix la Terra en 3D. Si explorem una mica amb la pestanya de la Terra en 
3D, veiem que clicant amb el ratolí i mantenint-lo polsat, per exemple, podem 
moure la Terra cap allí on nosaltres vulguem. El següent pas a fer, si el que 
volem nosaltres és enviar un satèl·lit a una òrbita en concret, és insertar un nou 
satèl·lit, per fer això s’ha d’anar a Insert/New... Llavors apareix una finestra 
deixant-nos escollir què volem insertar. Com podem veure en aquesta llista surt 
Satellite. Es selecciona i prenem al botó Insert de la nova finestra. Si s’ha fet 




Fig. 1.5 Orbit Wizard 
Aquesta finestra és un ajudant per crear l’òrbita més ràpidament. Si apretem 
Next, ens demana Orbit Selection. Com veiem hi ha varis tipus d’òrbites, com 
geostacionàries, circulars, circulars inclinades, Molniya, i d’altres.  
- En el cas de seleccionar una òrbita Circular, en el pas següent ens 
demana la inclinació, l’altitud i el RAAN1
                                               
1 
.  
Un cop introduïts el valors de l’òrbita on volem col·locar el nostre satèl·lit, 
ens demana el interval de temps. Si s’ha realitzat tot correctament i 
apretem Finish, veiem tant al mapa 2D com en al 3D la trajectòria del 
satèl·lit al voltant de la Terra.  
Right Ascension of the Ascending Node, un dels sis elements orbitals clàssics que 
defineixen la trajectòria d’un cos orbitant. 
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- Si hem seleccionat la Critically Inclined, després ens demana l’Apogee 
Altitude, la Perigee Altitude i la Longitude of Ascending Node. També 
ens demana la direcció, si Pograde o Retrograde. Un cop introduïts 
aquests valors llavors ens demana el interval de temps. S i ja ho hem 
omplert tot, s’apreta Finish i ja veurem la simulació en pantalla.  
- Si la nostra elecció ha estat la Critically Inclined, Sun Sync, el pas a fer 
després és introduir la Perigee Altitude i la Longitude Ascending Node. 
Més tard demanen el interval de temps i ja es pot començar a treballar.  
- En el cas de l’òrbita geostacionària el que s’ha de saber és la 
Subsatellite Longitude. Llavors es torna a demanar el interval en que 
treballarà el nostre satèl·lit i ja apretar a Finish. En aquest cas, en el 
mapa 2D només veurem un punt sobre la superfície de la Terra. Això es 
degut a què hem escollit una òrbita geostacionària.  
- Una altra opció a escollir és la òrbita Molniya. En aquest cas demana 
nomes la Apogee Longitude i la Perigee Altitude. Al següent pas, com 
sempre, demana el interval de temps. Un cop tenim tot això apretem 
Finish.  
Però l’opció que s’ha fet servir en aquest projecte és no fer servir el Orbit 
Wizard i fer-ho pel nostre compte. És a dir, quan creem un nou satèl·lit i ens 
surt el Orbit Wizard, ho cancel·lem i modifiquem els paràmetres de les òrbites. 
Per fer-ho, apretem, en l’Object Browser, amb el botó secundari sobre el 
satèl·lit insertat i escollim Properties Browser.  
Un cop haguem fet això, ens surt una altra pestanya amb les propietats de 
l’òrbita, on es podem modificar cada un dels paràmetres orbitals que nosaltres 
vulguem.  
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Fig. 1.6 Pantalla per la modificació de l’òrbita. 
 
El que ens interessa a nosaltres, com que volem fer transferències orbitals i 
hem de treballar amb la dinàmica celeste de múltiples casos, és el propagador 
anomenat Astrogator. 
L’Astrogator és un mètode d’anàlisis especialitzat per transferències orbitals i 
pel disseny de les trajectòries dels satèl·lits. 
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2 CÀLCULS ANALÍTICS 
 
Per desenvolupar els càlculs analítics cal fer algunes aproximacions que 
simplifiquin el problema. Les òrbites amb les que treballem són òrbites 
circulars, és a dir, no tenen excentricitat. Suposem també que el nostre sistema 
és un sistema coplanari. Amb això entenem que la inclinació inicial de l’òrbita 
del satèl·lit és la mateixa que la inclinació de destí; per tant tindrem la mateixa 
inclinació que la Lluna. 
RA és la distància del centre de la Terra a l’òrbita inicial. Aquesta òrbita és una 
LEO a uns 330 km d’alçada. Considerem aquesta distància RA = 6700 km. 
RB és la distància del centre de la Terra a l’òrbita final. Té una distància de RB = 
384400 km (veure Fig. 2.1). 
El punt C (Fig. 2.2) és troba a una distància del centre de la Terra d’uns 42200 
km. 
Un cop tenim clars aquests paràmetres ja es pot començar amb els càlculs per 
saber quina de les dues transferències és energèticament més apropiada. 
 
2.1 Transferència de Hohmann 
2.1.1 D’òrbita LEO a òrbita de la Lluna 
 
Fig. 2.1 Transferència d’òrbita LEO a òrbita de la Lluna 
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STEP EQUATION SOLUTION 
1. atx = (RA + RB)/2 195550 km 
2. ViA= (µ/RA)1/2 = 631,3481(RA)-1/2 7,713 km/s 
3. VfB= (µ/RB)1/2 = 631,3481(RB)-1/2 1,018 km/s 
4. VtxA= [µ(2/RA – 1/atx)]1/2631,3481[(2/RA – 1/atx)]1/2 10,8141 km/s 
5. VtxB= [µ(2/RB – 1/atx)]1/2631,3481[(2/RB – 1/atx)]1/2 0,18849 km/s 
6. ΔVA = [VtxA – ViA]  3,1011 km/s 
7. ΔVB = [VfB – VtxB] 0,82951 km/s 
8. ΔVTOTAL = ΔVA + ΔVB 3,93061 km/s 
Taula 2.1 Càlculs de la transferència d’òrbita LEO a òrbita de la Lluna 
on 
atx = semieix major. 
ViA = velocitat òrbita inicial. 
VfB = velocitat òrbita final. 
VtxA = velocitat que té el satèl·lit al perigeu de l’òrbita de transferència. 
VtxB = velocitat que té el satèl·lit a l’apogeu de l’òrbita de transferència. 
ΔVA = impuls que es necessita al punt A per arribar a VtxA 
ΔVB = impuls que es necessita al punt B per arribar a VtxB 
 
2.1.2 D’òrbita GTO a òrbita de la Lluna 
 
Fig. 2.2 Transferència d’òrbita GTO a òrbita de la Lluna 
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STEP EQUATION SOLUTION 
1. atx = (RA + RC)/2 24450 km 
2. ViA= (µ/RA)1/2 = 631,3481(RA)-1/2 7,713 km/s 
3. VfC= (µ/RC)1/2 = 631,3481(RC)-1/2 3,0734 km/s 
4. VtxA= [µ(2/RA – 1/atx)]1/2631,3481[(2/RA – 1/atx)]1/2 10,133 km/s 
5. VtxC= [µ(2/RC– 1/atx)]1/2631,3481[(2/RC – 1/atx)]1/2 1,608 km/s 
6. ΔVA = [VtxA – ViA]  2,4199 km/s 
7. aCD =  (RC + RD)/2 213300 km 
8. Vic = VtxC 1,608 km/s 
9. VfD= (µ/RD)1/2 = 631,3481(RD)-1/2 1,0183 km/s 
10. VtxC= [µ(2/RC– 1/aCD)]1/2631,3481[(2/RC – 1/aCD)]1/2 4,1258 km/s 
11. VtxD= [µ(2/RD– 1/aCD)]1/2631,3481[(2/RD – 1/aCD)]1/2 0,4529 km/s 
12. ΔVC = [VtxC – ViC] 2,5178 km/s 
13. ΔVD = [VfD – VtxD] 0,5654 km/s 
14. ΔVTOTAL2 = ΔVC + ΔVD 3,0832 km/s 
15. ΔVTOTAL = ΔVA + ΔVC + ΔVD 5,5031 km/s 
Taula 2.2 Càlculs de la transferència d’òrbita GTO a òrbita de la Lluna 
Com podem observar, la primera opció és la més eficient. En el primer cas 
tenim un ΔV bastant més reduït que en el segon, ΔV = 3,93km/s comparat amb 
ΔV= 5,50 km/s . 
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3 ELS PUNTS DE LAGRANGE 
3.1 Què són els punts de Lagrange? 
Els punts de Lagrange, també anomenats punts L o punts de libració, són 
les cinc posicions en un sistema orbital on un objecte únicament afectat per 
la gravetat pot estar teòricament estacionari respecte a dos objecte molt 
més grans, com és el cas d’un satèl·lit artificial amb respecte a la Terra i la 
Lluna. Els punts de Lagrange marquen les posicions on l’atracció 
gravitatòria combinada de les dos masses grans proporciona la força 
centrípeta necessària per rotar sincrònicament amb la més petita d’elles. 
Serien com òrbites geosíncrones que permeten a un objecte estar a una 
posició relativa fixa de l’espai vist des d’un dels casos, enlloc d’estar en una 
òrbita en la qual la seva posició varia continuadament. 
Una definició precisa però tècnica és que els punts de Lagrange són les 
solucions estacionaries del Problema dels tres cossos restringits a òrbites 
circulars. Si, per exemple, es tenen dos cossos grans en òrbita circular al 
voltant del seu centre de masses comú, hi ha cinc posicions a l’espai on un 
tercer cos de massa negligible respecte les altres dues masses, pot estar 
situat i pot mantenir la seva posició relativa respecte als altres dos cossos 
grans. 
Vist des d’un sistema de referència giratori i, per tant, no inercial que rota 
amb el mateix període que els altres cossos co-orbitals, el camp gravitatori 
de dos cossos grans combinats amb la força centrífuga donen una força 
neta nul·la als punts de Lagrange, i així permet al tercer cos estar 
estacionari respecte als altres dos. 
3.2 Història 
A l’any 1772, el matemàtic italo-francès Joseph-Louis Lagrange estava 
treballant amb el famós problema dels tres cossos quan va descobrir una 
peculiaritat interessant. 
Es molt fàcil resoldre el cas de dos cossos que orbiten al voltant d’un centre 
comú de gravetat. El que passa és que si s’introdueix un tercer cos, o més, 
els càlculs matemàtics es compliquen molt, ja que es tracta d’una situació 
on s’hauria de calcular la suma de totes les interaccions gravitatòries sobre 
cada  objecte en cada punt al llarg de tota la trajectòria. 
Lagrange necessitava simplificar el problema, i ho va aconseguir mitjançant 
una simple hipòtesis: La trajectòria d’un objecte es determina trobant un 
camí que minimitzi l’acció amb el temps. Amb aquesta nova manera de 
pensar, Lagrange va reformular la mecànica clàssica de Newton per donar 
lloc a la mecànica Lagrangiana. La seva nova forma de calcular, el va dur a 
plantejar-se la hipòtesis d’un tercer cos de massa negligible en òrbita al 
voltant de dos cossos més grans que ja estiguessin girant al mateix temps 
en òrbita quasi circular. En un sistema de referència que gira amb els 
cossos més grans, va trobar 5 posicions fixes en els quals el tercer cos, al 
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seguir l’òrbita dels de més massa, es troba sotmès a una força cero. 
Aquests punts són els anomenats punts de Lagrange. 
3.3 Descripció dels Punts 
3.3.1 Punt L1 
És el punt que es troba entre les dues grans masses en la recta que les uneix. 
És el punt més intuïtiu, ja que es pot veure perfectament que les forces 
gravitatòries dels dos cossos es veuen compensades. 
Un objecte que orbiti al voltant de la Terra més a prop de la Lluna tindria un 
període orbital més curt que la Lluna, però això ignora l’efecte d’atracció 
gravitatòria de la Lluna. Si l’objecte està directament entre la Lluna i la Terra, 
llavors l’efecte de la gravetat de la Lluna és debilitar la força que tira d l’objecte 
cap al Sol i, per tant, augmenta el període orbital de l’objecte. Quan més a prop 
està l’objecte de la Lluna, més gran serà aquest efecte. En el punt L1, el 
període orbital de l’objecte és precisament igual al període de la Lluna. 
 
Aquest punt es pot veure des d’ambdues masses, és a dir, la Terra i la Lluna. 
 
3.3.2 Punt L2 
És el punt que es troba en la recta que uneix les dues grans masses, però 
aquesta vegada el punt es troba darrera de la massa petita. És a dir, el punt L2 
es troba a l’hemisferi no visible de la massa petita. En aquest punt, l’atracció 
gravitatòria dels dos grans cossos compensa la força centrífuga causada per la 
rotació. 
Un objecte que orbiti la Terra més lluny que la Lluna tindria un període orbital 
més llarg que el de la Terra. La força afegida de la gravetat de la Lluna fa 
disminuir el període orbital de l’objecte, i precisament el punt L2 és aquell el 
qual té el mateix període orbital que la Lluna. 
Aquest punt no es visible des de la Terra. 
 
3.3.3 Punt L3 
El punt L3 està situat també en la recta que uneix les dos grans masses. Al 
contrari dels altres punts, aquest es troba més enllà de la massa més gran. 
El punt L3 en el sistema Terra-Lluna, està situat al costat oposat al Sol, una 
mica més a prop de la Terra que la Lluna. Aquesta aparent contradicció 
s’explica perquè la Terra està també afectada per la gravetat de la Lluna i així 
gira al voltant del centre de masses comú, el qual es troba dins de la Terra.  
En aquest punt, la força gravitatòria combinada la de la Terra i la Lluna fa que 
l’objecte orbiti amb el mateix període orbital que la Lluna. 
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Aquest punt no es pot veure des de la Lluna. 
 
3.3.4 Punts L4 i L5 
Aquests punts formen triangles equilàters amb les dues masses. És a dir, 
forma un angle de 60° amb la direcció Terra-Lluna vist des de la Terra i 
també des de la Lluna. A diferència dels altres punts de Lagrange, L4 i L5 
són bastant estables en front de pertorbacions gravitacionals.  
 
 
Fig. 3.1 Posició dels Punts de Lagrange a l’espai. 
 
On es troben els punts L4 i L5? 
Per poder contestar aquesta pregunta s’ha d’explicar el problema dels tres 
cossos. 
El problema del moviment de 2 cossos que interactuen a través de forces 
centrals, i no sotmeses a forces externes es completament resoluble. 
L’addició d’un tercer cos al sistema fa que el problema no pugui resoldre’s 
mitjançant funcions elementals. 
En el problema restringit dels tres cossos es considera el cas en el que la 
massa d’un d’ells és negligible comparada amb qualsevol de les altres 
dues.  
Es suposa que la massa petita no pertorba el moviment de les més grans. 
Examinant els aspectes de l’estabilitat del problema dels 3 cossos, es vol 
descobrir en quin punt del camp creat pels cossos més grans (M1 i M2) pot 
situar-se el satèl·lit (m) per a que es trobi en una posició d’equilibri.  




Fig. 3.2 Diagrama de forces del punt L4 respecte els altres cossos. 
 
Tal com es representa a la figura, es suposa que les masses M1 i M2 descriuen 
òrbites circulars al voltant del centre de massa O, amb una velocitat angular ω. 
Llavors, si m ha de trobar-se en equilibri, també haurà de girar al voltant de O a 
la velocitat constant ω. La massa M1 situada a A, exerceix una força F1 sobre 
m, situada a P(x,y), y la massa M2, situada a B, una força F2. Resulta així, que 
com m ha d’estar amb equilibri respecte de M1 i M2, la força centrífuga mrω2 ha 




Si fem que M1 + M2 = M, i si M1 i M2 estan separades una distancia s, M1 es 
trobarà a una distancia (M2/M)s del centre de masses O i M2 a una distancia 
[1-(M2/M)]s del mateix. Direm p al quocient M2(M, amb la qual cosa tenim: 
OB = (1-p)s 
OA = ps 
 
(3.02) 
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On G es la constant de gravitació. Per a què m estigui en equilibri, les 
components de  i  normals a  ha de ser igual a mrω2. Evidentment, 
llavors, si m ha d’estar en equilibri, haurà de trobar-se al pla de moviment de 
M1 i M2, ja que si no fos així hi hauria casos en que les components de F1 i F2 
que no es podrien ser contrarestades per la força centrífuga. 
Considerem primerament les components normals a er: 
 
(3.04) 







        (3.06) 
 














Tenim doncs, dues solucions possibles finites: 
 
a) r1 =  r2  ρ 
b) y = 0 
 
En el cas a) les tres masses formen un triangle isòsceles i en el cas b) les tres 
masses estan alineades. 
Examinem primerament la solució a) i calculem el valor de la distancia ρ. Per 
fer això hem d’igualar la força centrífuga a la suma de les components F1 i F2 
en la direcció de er: 
  















A continuació calculem el valor de ω 2 en funció dels altres paràmetres del 
problema, cosa que pot fer-se igualant les forces centrífugues i gravitatòria que 









Un  cop tenim tot això, substituïm  per les equacions 













i com r1 i r2 son iguals perquè ho hem considerat anteriorment, el valor de x ha 




Els Punts de Lagrange   23 
 
i a més, 
 
(3.20) 
   




Si substituïm aquesta equació en , resulta que arribem a 






Fig. 3.3 Posició dels Punts de Lagrange a l’espai. 
 
Com a conseqüència, la solució a) ens diu que hi haurà un equilibri quan la 
massa m es situï en el pla de moviment de M1 i M2 de forma que el triangle PAB 
sigui un triangle equilàter. A més a més, es pot demostrar que aquest és un 
punt d’equilibri estable per a M2<0,0385M. Per tant, hi haurà dos posicions 
d’equilibri estable, designades per S1 i S2 de la figura. 
 
3.4 Estabilitat dels Punts de Lagrange  
Els primers tres punts de Lagrange (L1, L2 i L3) són tècnicament estables 
solament en el pla perpendicular a la línea entre els dos cossos. Això es pot 
veure més fàcilment considerant el punt L1. Una massa de proba desplaçada 
perpendicularment a la línea central sentiria una força cap al punt d’equilibri. 
Això és així, perquè les components laterals de la gravetat de les dos masses 
es sumen per produir aquesta força, mentre que les components al llarg de l’eix 
s’anul·len. En el cas de que un objecte situat al punt L1 el portéssim més a prop 
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d’una de les masses, l’atracció gravitatòria que notaria per aquesta massa seria 
més gran, i per la qual cosa seria atreta cap a ella.  
De totes maneres considerem aquest tres primers punts com a punts 
inestables. Però resulta possible trobar òrbites periòdiques estables al voltat 
d’aquests punts, per lo menys en el problema restringit dels tres-cossos. 
Aquestes òrbites perfectament periòdiques, denominades òrbites “halo”, no 
existeixen en un sistema dinàmic de n-cossos com el sistema Solar. El que si 
que existeix són les òrbites Lissajous quasi-periòdiques i són les òrbites que 
s’han utilitzat en totes les missions espacials als punts de libració. Encara que 
les òrbites no siguin perfectament estables, un esforç relativament modest el 
manté en la òrbita Lissajous durant un llarg període de temps. 
Al contrari d’aquests tres primers punts de Lagrange (punts colineals), tenim els 
punts triangulars (L4 i L5) que tenen un equilibri estable. Quan un cos en 
aquests punts es veu pertorbat i es mou fora del punt, actua l’efecte de Coriolis 
que el torna al lloc. Aquests dos punts L4 i L5 són, en principi, estables si ens 
limitem als cas del tres cossos, però no necessàriament en presència de més 
objectes massius o altres elements pertorbadors. 
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4 SIMULACIÓ DE LA TRANSFERÈNCIA A L5 
 
El procés per arribar a l’òrbita dels Punts de Lagrange no és trivial, ja que 
interfereixen moltes pertorbacions, principalment la gravetat de tercers cossos, 
la radiació solar... Per tant, com que analíticament és pràcticament impossible 
analitzar una transferència d’aquestes característiques, utilitzem el software per 
la realització del nostre objectiu; enviar el satèl·lit a un punt de Lagrange.  
Degut a la gran dificultat d’enviar el nostre satèl·lit a aquest punt exacte de 
l’espai contemplant totes les pertorbacions, hem considerat el cas ideal i un cas 
realista. Amb aquests dos casos es pot fer una comparació entre els dos i 
veure quines són les diferències. 
El punt de Lagrange escollit per al nostre satèl·lit és el punt L5. Tot el que es 
comentarà en els següents punts està pensat per el punt mencionat 
anteriorment.  
 
3.1 Cas Ideal  
4.1.1 Transferència LEO a Òrbita L5 
A continuació, comentarem tots els aspectes que s’han contemplat per tant de 
poder inserir el satèl·lit en òrbita.  
Així doncs, per realitzar l’estudi del nostre enviament del satèl·lit en un cas ideal 
hem simplificat la situació al màxim i només s’han considerat els efectes de 
gravetat de la Terra sobre el satèl·lit. S’ha utilitzat “Earth Point Mass” com a 
propagador del STK. Aquest propagador com es pot veure en la figura següent, 
utilitza TwoBody Force que és la força que actua des del cos central, en aquest 
cas, la Terra. 
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Fig. 4.01 Imatge del Propagator utilitzat (Cas Ideal) 
Un cop comentat els efectes que interactuen en la simulació, ens centrem amb 
els resultats extrets del STK després de realitzar les funcions pertinents i arribar 
a òrbita.  La següent figura ens mostra, en un cas ideal, és a dir, partint d’una 
òrbita LEO coplanària a l’òrbita de destí i sense pertorbacions, tal i com és 
l’òrbita de L5 al voltant de la Terra. 
 
Fig. 4.02 Cas Ideal d’una transferència LEO a òrbita L5 
Rosa=òrbita LEO 
Vermell = òrbita de Hohmann 
Groc = òrbita de destí, òrbita de L5 
Lila = òrbita de la Lluna 
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Aquesta figura ens mostra com és el cas ideal d’una transferència al punt L5. 
Com es pot observar l’òrbita de L5 no coincideix amb l’òrbita de la Lluna. Això 
és degut a què l’òrbita de la Lluna té una excentricitat de e=0,0054 i per tant 
aquesta òrbita no és circular. Per tant, els punts de Lagrange estables seguiran 
una òrbita similar a la de la Lluna però no exactament la mateixa.   
Per a comprovar què aquesta simulació sigui correcta s’ha de fer una 
comparació de resultats amb l’apartat de càlculs analítics. Bé doncs, per 
començar amb la comparació, si veiem en la taula 2.1 el impuls ΔVA que es 
necessita per arribar a L5 és de 3,1011 km/s.  
 
Fig. 4.03 Impuls de òrbita LEO a Hohmann 
En aquest punt de la Figura anterior de la simulació, si traiem el valor del 
impuls que es necessita per fer la transferència ens mostra el que apareix a la 
Figura 4.04. 
 
Fig. 4.04 Valor del impuls al STK (LEO – Hohmann) 
Com veiem a la columna de New Value es mostra el valor del impuls necessari 
per arribar a la òrbita de L5. El valor de ΔVA en la simulació és de 3,098 km/sec, 
que coincideix prou acuradament amb el càlcul analític comentat abans. 
L’altre impuls necessari a comentar és la transferència de l’òrbita de Hohmann 
a l’orbita de L5. 
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Fig. 4.05 Transferència de Hohman a òrbita L5 
En aquest punt, el resultat del cas analític, que també es mostra a la taula 2.1, 
ens dóna ΔVB = 0,82951 km/s. Si comparem aquest resultat amb la simulació 
realitzada amb el software STK veiem que encaixa amb considerable precisió: 
(veure Figura 4.06) 
 
Fig. 4.06 Valor del impuls al STK (Hohmann – Òrbita L5) 
És a dir, observant la Figura 4.06, veiem que X(Velocity) què és el impuls en X 
que es necessita per la transferència és de 0,84 km/sec. Per tant els valors 
analítics i numèrics coincideixen prou acuradament, tal i com cal esperar. 
Així doncs, la simulació del cas ideal d’una transferència LEO a òrbita L5 s’ha 
realitzat correctament i com hem pogut comparar amb els resultats del Capítol 
2: càlculs analítics s’escauen perfectament. 
 
4.1.2 Transferència GTO a Òrbita L5 
En la transferència de GTO a l’òrbita L5, hem seguit el mateix procediment que 
en el cas anterior però dissenyant una òrbita GTO, que té l’apogeu a una altitud 
de 42200 km sobre el centre de la Terra. Un cop el satèl·lit arriba a l’apogeu 
Simulació de la Transferència a L5   29 
 
experimenta un impuls que farà que aquest arribi a l’òrbita L5 i coincideixi amb 
el punt de libració.  
Tal i com s’ha fet en el cas ideal anterior, en aquesta simulació només tindrem 
en compte el efectes de la gravetat de la Terra, és a dir els efectes que té el 
cos central sobre el satèl·lit. Per tant, com a propagador hem tornat a escollir el 
“Earth Point Mass” (Fig. 4.01).  
Aquesta transferència s’ha realitzat des d’òrbites coplanàries amb l’òrbita de 
destí desitjada. Com que tenim una simulació dels Càlculs Analítics realitzats a 
l’apartat anterior, podem fer la comparació de resultats per veure si aquesta 
simulació és la correcta. 
 
Fig. 4.07 Transferència GTO a òrbita L5 
Com veiem en la Figura 4.07, al igual que en l’apartat anterior, l’òrbita L5 no 
coincideix amb l’òrbita de la Lluna i, com ja s’ha explicat anteriorment, això és 
degut a la excentricitat de l’òrbita del satèl·lit de la Terra.  
Per saber si aquesta simulació és correcta, fem la comparació de resultats. 
En primer lloc, el impuls necessari per passar de l’òrbita LEO a la òrbita GTO 
de manera ideal, és a dir,el valor que obtenim en l’apartat de Càlculs analítics, 
és de ΔVA = 2,4199 km/s. Si ens fixem en els resultats de la simulació veiem 
que 
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Fig. 4.08 Impuls de LEO a òrbita GTO 
 
Fig. 4.09 Valor del impuls (LEO – GTO) 
ens cal un impuls de 2,42009 km/sec per arribar a l’altitud desitjada de 42200 
km. Per tant, el STK automàticament ens mostra aquest impuls quan 
especifiquem una altitud de destí a 42200 km respecte el centre de la Terra. 
Com podem observar els dos resultats són pràcticament coincidents. 
El pròxim impuls que s’ha de donar permet la transferència per arribar de 
l’apogeu de l’òrbita GTO a l’òrbita L5. 
 
Fig. 4.10 Impuls de GTO a Hohmann 
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El resultat obtingut analíticament és de ΔVC = 2,5178 km/s.  
 
Fig. 4.11 Valor del impuls al STK (GTO – Hohmann) 
Com podem observar en la Figura 4.11, la X(Velocity) dóna un valor de 2.5143 
km/sec. Per tant, la diferència entre el valor analític i el valor numèric és 
mínima. 
Finalment, hem considerat la transferència de l’orbita de Hohmann a l’òrbita L5. 
Analíticament el valor del impuls dóna ΔVD = 0,5654 km/s. Si veiem el valor de 
la simulació:  
 
Fig. 4.12 Valor del impuls al STK (Hohmann – Òrbita L5) 
El resultat del impuls en aquesta última maniobra és de 0,544 Km/sec. Per tant, 
hem pogut comprovar que aquesta simulació s’ha fet correctament, ja que ,al 
marge de petites discrepàncies originades principalment per el valor de 
l’excentricitat de l’òrbita de la Lluna, tots els resultats coincideixen amb els 
realitzats analíticament 
. 
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3.2 Cas Realista 
3.2.1 Transferència LEO a Òrbita L5 
Si volem que les simulacions anteriors siguin realistes s’han de reflexar les 
hipòtesis restrictives que hem tingut en compte al cas ideal i cal considerar 
variables que no hem tingut en compte fins ara. Tal com abans hem utilitzat 
“Earth Point Mass” com a Propagator, ara utilitzem una còpia de “HPOP Default 
v8-1-13”.  
El Propagator original “HPOP Default v8-1-1” utilitza diferents paràmetres per 
fer la simulació. Els paràmetres que comentarem a continuació són les forces 
gravitacionals de tercers cossos com la Lluna i el Sol, a més de la força 
gravitacional del cos Central, que en aquest cas és la Terra. A més a més, 
també es té en consideració la pressió de radiació solar i la resistència 
atmosfèrica, però tenint en compte que aquesta només intervindria en la 
primera òrbita LEO.  
Per fer més real aquesta simulació hem procedit de la següent manera: hem 
creat una copia del Propagator “HPOP Default v8-1-1” anomenant-la “Copy of 
Earth HPOP Default v8-1-1” i en aquesta còpia hem introduït els efectes de 
tercers cossos com el de Júpiter, Saturn i inclús Venus. (veure Figura 4.13). 
 
Fig. 4.13 Imatge del Propagator utilitzat (Cas Realista) 
Un cop hem determinat quins són els efectes que cal introduir en la simulació 
per fer-la més realista, començarem a estudiar les repercussions que tenen 
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aquests efectes pertorbatius sobre el cas ideal de la transferència LEO a òrbita 
L5. 
Com ens podem imaginar, al contrari que en l’òrbita en el cas ideal que era 
exacta a la de L5, en aquest cas realista que inclou totes aquestes 
pertorbacions, l’òrbita del satèl·lit es veu alterada i no segueix una trajectòria 
idèntica a la de L5. 
Aquestes pertorbacions tenen una repercussió a la inclinació d’òrbita. A la 
Figura 4.14 veiem la comparació en la inclinació l’òrbita de la Lluna (també de 
la òrbita del punt L5) amb la inclinació de l’òrbita del nostre satèl·lit. 
 
Fig. 4.14 Variació de la inclinació  
Les pertorbacions també tenen repercussió en la trajectòria. Si en el cas ideal 
el nostre satèl·lit seguia la trajectòria de L5, en el cas realista podem veure que 
realitza una òrbita similar a la del punt de Lagrange en qüestió, però que en cap 
cas podríem dir que és l’òrbita que segueix L5. En les figures següents (Fig. 
4.15 i 4.16) podem comprovar aquest fet: 
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Fig 4.15 Punt més allunyat de L5 (LEO – Òrbita L5) 
La Figura 4.15 mostra quan el satèl·lit es troba més allunyat del punt L5. La 
Figura 4.15 mostra l’instant quan el satèl·lit està més allunyat del punt de 
desitjat. 
També es pot veure en aquesta simulació com el satèl·lit coincideix amb la 
trajectòria del punt de Lagrange L5. 
 
Fig 4.16 Punt coincident entre satèl·lit i L5 (LEO – Òrbita L5) 
Per tant, podem deduir que, encara que semblin molt petits aquests valors dels 
efectes de tercers cossos i de la pressió de radiació solar, tenen un efecte molt 
notable sobre les transferències orbitals. 
 
Simulació de la Transferència a L5   35 
 
3.2.2 Transferència GTO a Òrbita L5 
En aquest Cas Realista hem procedit de la mateixa manera que als càlculs de 
la primera transferència. En primer lloc, s’ha fet la Copia del Propagator  
“HPOP Default v8-1-1” anomenant-lo “Copy of Earth HPOP Default v8-1-1” per 
a modificar els efectes de les pertorbacions sobre el satèl·lit. Per tant, amb el 
nou Propagator creat, podem considerar els efectes de tercers cossos de la 
Lluna, el Sol, Júpiter, Saturn i  Venus. De nou, també afectaran la pressió de 
radiació solar, la resistència atmosfèrica i, evidentment, l’efecte de la gravetat 
del cos central, que en aquest cas és la Terra. 
En aquest cas, com podem comprovar a la Figura 4.17, contràriament amb 
l’anterior, no hi ha variació en la inclinació de l’òrbita.  
 
Fig. 4.17 Variació de la inclinació (GTO – Òrbita L5) 
Però aquestes pertorbacions sí que tenen repercussions a la trajectòria del 
satèl·lit ja que ara s’allunya molt del punt L5.  
El punt en que el satèl·lit estaria més lluny de la trajectòria desitjada és el 
següent (Figura 4.18): 
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Fig. 4.18 Punt més allunyat de L5 (GTO – Òrbita L5) 
Com es pot observar, el satèl·lit s’allunya molt del punt L5. Però, com el cas 
realista anterior, hi ha punts on aquests coincideixen.   
 
Fig. 4.19 Punt coincident entre satèl·lit i L5 (GTO – Òrbita L5) 
Si ens fixem amb la Figura 4.19, el satèl·lit i el punt L5 estan sobreposats. 
Doncs, com veiem en aquestes il·lustracions, les pertorbacions sobre la 
trajectòria de l’òrbita són notables i per tant, a l’hora de realitzar un enviament 
d’un satèl·lit totes aquestes pertorbacions s’han de considerar. 
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4. ANÀLISI DE LES PERTORBACIONS ORBITALS 
 
Les pertorbacions que actuen sobre el satèl·lit al voltant dels punts de Lagrange 
s’han de considerar en fer la simulació per obtenir una exactitud més gran i 
evitar, en la mesura del possible, errors greus en la missió. Les pertorbacions 
més considerables són les alteracions degudes als diferents camps 
gravitacionals diferents al de la Terra i també, a la Pressió de Radiació Solar 
(SRP). 
El camp gravitatori és pertorbat per altres cossos del sistema solar. Els 
planetes tenen masses considerables i, a més, grans variacions en les 
distàncies i en la direcció als punts de Lagrange mentre es mouen seguint les 
seves òrbites. Tant el Sol, com la Lluna i inclús Júpiter o Venus introdueixen 
pertorbacions al nostre sistema que el separen dràsticament dels casos ideals 
estudiats abans. 
Per poder fer una bona simulació i que el nostre model s’apropi més a la realitat 
no es poden ignorar aquests efectes; els hem de considerar, i al llarg d’aquest 
capítol veurem com afecta cada un d’ells. 
 
4.1 Pertorbacions luni-solars 
Altres cossos del sistema solar afegeixen una força gravitacional addicional 
sobre el satèl·lit que està orbitant la Terra. La proximitat i la massa de la Lluna 
són dos factors que proporcionen la influencia més important sobre aquest. El 
Sol, encara que es trobi a una distància molt major, degut a la seva gran massa 
genera una influència que és d’un ordre de magnitud similar a la lunar. 
Aquestes pertorbacions s’anomenen pertorbacions luni-solars. Quan aquests 
cossos no es troben sobre el mateix pla, és a dir, quan no són coplanaris, amb 
el satèl·lit, generen una influència en el canvi d’inclinació de l’òrbita respecte 
l’equador. La formulació d’aquesta interacció dels tres cossos no té una solució 
tancada i s’han d’utilitzar tècniques numèriques. 
L’acceleració pertorbadora ad del satèl·lit degut al cos pertorbant que té una 











i rsd i rd són estan definits en la següent figura. 
 
 
Fig. 5.01 Cos pertorbant i la posició del satèl·lit. 
 
Llavors, es pot veure que el màxim valor de la raó de l’acceleració pertorbada 





L’angle β es mostra a la figura 5.01; Mc és la massa del cos central sobre el 
que el satèl·lit està orbitant. 
En el cas d’una òrbita geostacionària aquesta proporció ens dóna valors de 
3.3x10-5 i 1.6x10-5 per la Lluna i el Sol, respectivament. L’efecte de Júpiter és 
uns cinc ordres de magnitud inferiors a aquests. 
. 
Simulació de la Pertorbació Luni-Solar 
Per poder fer la simulació del nostre satèl·lit utilitzant només la pertorbació de la 
Lluna i el Sol, hem de canviar el tipus de Propagator per tal de que inclogui 
aquestes pertorbacions. S’ha trobat que el Propagator que més s’escau amb el 
que volem calcular és el CisLunar. Aquest només té en compte la pertorbació 
del Cos central i, com volem, les pertorbacions de tercers cossos de la Lluna i 
el Sol. 
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Fig. 5.02 Propagator utilitzat en Pertorbació Luni-Solar 
 
4.1.1  Simulació Transferència LEO - Òrbita L5 
Un cop ja hem escollit el Propagator que volíem ja podem realitzar la simulació 
de la transferència del satèl·lit i veure quines repercussions tenen aquests dos 
cossos, la Lluna i Sol, amb el satèl·lit. 
 
Fig. 5.03 Rendezvous del satèl·lit amb L5 
Com veiem, aplicant només les pertorbacions d’aquests dos cossos, les 
conseqüències varien. A la Fig.5.03 es veu clarament com la trajectòria del 
satèl·lit no coincideix amb el punt L5. 
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Si resulta que el satèl·lit ja no coincideix amb el punt L5 just en la transferència 
del satèl·lit, l’òrbita ja es veu alterada i podríem dir, que aquesta pertorbació 
afecta dràsticament al comportament del satèl·lit. 
 
4.1.2 Simulació Transferència GTO - Òrbita L5 
Per realitzar aquesta simulació es procedeix de la mateixa manera que en el 
cas anterior. Es canvien tots els Propagators a CisLunar i es torna a fer la 
simulació de la transferència. 
 
Fig. 5.04 Situació del satèl·lit respecte L5 
En aquest cas, en comparació amb el cas anterior, en el rendezvous de l’òrbita, 
el punt L5 i el satèl·lit coincideixen, però al llarg de l’òrbita aquests dos es van 
separant fins a arribar a una distància molt considerable, com es veu en 
Figura.5.04. 
Com hem pogut comprovar, tant en aquests cas com en l’anterior, els efectes 
de la Lluna i del Sol com a tercers cossos, tenen una gran repercussió a l’hora 
de dur a terme la missió i resulta crític tenir-los en compte en el seu disseny.. 
  
4.2 Pressió de radiació solar 
Un satèl·lit en moviment al sistema solar experimenta una pertorbació en la 
seva trajectòria deguda a la incidència de la radiació solar sobre les superfícies 
il·luminades. I per tant, aquest efecte és més intens per satèl·lits de relació 
superfície sobre massa gran exposades al Sol. La magnitud d’aquesta 
acceleració, aR en m/s2 que resulta de l’efecte de la pressió de radiació solar és 
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(5.5) 
on A és la secció transversal de l’àrea exposada al Sol en m2, m és la massa 
del satèl·lit en kg, i la r és la reflectivitat. (r=0 per absorció; r=1 per una reflexió 
especular incident normal; i r 4 per una reflexió difusa). 
La radiació electromagnètica és portadora de moment, de tal manera que una 
reflexió de la radiació incident sobre una superfície representa un intercanvi 
d’aquest moment. En conseqüència, la radiació exerceix una pressió petita 
però d’una magnitud mesurable sobre el satèl·lit. 
 
(5.6) 
on  és el flux d’energia solar al satèl·lit, i c és la velocitat de la llum. Per un 
satèl·lit orbitant a prop de la Terra, on  la resultant SRP 
(Pressió de Radiació Solar) és aproximadament  suposant 
reflexió total. L’efecte d’aquesta pressió com una força sobre el vehicle depèn 
de les característiques de reflexió del satèl·lit. 
L’efecte de pertorbació del SRP sobre la trajectòria del satèl·lit depèn 
directament de la relació àrea-massa A/m, i és inversament proporcional al 
quadrat de la seva distància respecte el Sol. 
Així doncs, la magnitud de la força SRP  per unitat de massa del satèl·lit 
(acceleració de pertorbació) per la línea Sol-satèl·lit seria 
 
(5.7) 
on r⊙ i a⊙ són la distància del vehicle i la distància de la Terra del Sol 
respectivament; s és una constant que el valor del qual es troba entre 0 i 2, 
depenent de les propietats de la superfície del satèl·lit. 
 
Simulació de la Pertorbació de la Pressió de Radiació Solar 
Un altre cop, sempre que canviem d’estudi d’efectes sobre el nostre satèl·lit, 
s’ha de canviar el tipus de Propagator a utilitzar. En aquest cas, només volem 
que intervinguin els Two-Body effects i la SRP (Solar Radiation Pressure).  
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Fig. 5.05 Propagator utilitzat en Pertorbació de Radiació Solar 
Com que no hi ha cap Propagator predefinit que compleixi el que volem, n’hem 
de crear un de nou. L’anomenarem “Two-Body + SRP” i té com a elements 
pertorbadors, la gravetat del cos central i la pressió de radiació solar. 
 
4.2.1 Simulació Transferència LEO - Òrbita L5 
Un cop ja hem escollit el Propagator que volíem ja podem realitzar la simulació 
de la transferència del satèl·lit i veure quines repercussions té la pressió de 
radiació solar. 
 
Fig. 5.05 Pertorbació en l’òrbita degut a SRP 
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Com a conclusió directa  d’aquesta simulació podem extreure que la pressió de 
radiació solar és un efecte poc important ja que afecta mínimament. Però tot i 
així si que té alguna repercussió; per exemple, en la Figura 5.05 veiem com hi 
ha una pertorbació en l’òrbita un cop acabat el primer període. La variació 
orbital és poca però de totes maneres el satèl·lit ho experimentaria. A més 
caldria tenir en compte els efectes acumulatius, notables al cap d’un cert 
nombre d’òrbites. 
 
4.2.2 Simulació Transferència GTO - Òrbita L5 
Com a últim cas, queda la simulació de GTO a l’òrbita de L5. Després de 
canviar de Propagators al nou Propagator anomenat “Two-Body + SRP” fem la 
simulació. 
 
Fig. 5.06 Òrbita degut a SRP 
En aquest cas, la pertorbació que realitza la SRP és mínima perquè l’orbita del 
satèl·lit segueix L5 i no es veu cap pertorbació a destacar.  
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5. CONCLUSIONS 
L’objectiu principal d’aquest TFC ha estat l’estudi de l’estabilitat en front de 
pertorbacions dels punts estables de Lagrange del sistema Terra-Lluna, partint 
de càlculs analítics i després fent la simulació corresponent d’aquests. A les 
simulacions fetes tenim en compte molts factors de pertorbacions per a fer la 
comparació entre els casos ideals i els que serien més realistes, incloent 
diversos tipus de pertorbacions orbitals degudes als efectes gravitatoris de 
tercers cossos, així com els efectes de la pressió de radiació solar. 
En primer lloc, el que s’ha fet és la realització de les transferències 
analíticament. És a dir, passar d’una òrbita LEO a l’òrbita L5 i, l’altre cas que 
hem considerat, d’una òrbita GTO a la òrbita L5. Un cop teníem tots els 
resultats analítics, ens vam proposar fer la simulació amb el Satellite Tool Kit. 
Realitzar la simulació d’ambdós casos va resultar complicat degut a que 
aprendre a fer servir un programa d’aquestes característiques no és trivial. 
Quan finalment es va aconseguir, vam ser capaços de fer una comparació 
entre els resultats analítics que havíem calculat amb anterioritat i els resultats 
aconseguits amb la simulació mitjançant el STK. 
Després de fer totes les comparacions i veure que els resultats eren els 
coincidents, era hora d’apropar-nos més a la realitat i incloure les pertorbacions 
al nostre sistema.  
Una vegada aplicades, s’ha pogut comprovar que aquestes pertorbacions 
provoquen unes repercussions notables sobre la trajectòria orbital i desvien el 
satèl·lit de la posició en què aquest hauria de romandre.  
Com que hem estudiat les dues possibles forces pertorbadores més grans, la 
força gravitatòria de tercers cossos i la pressió de radiació solar, s’ha pogut 
extreure la conclusió que les pertorbacions que afecten més al nostre sistema 
són, clarament, les forces gravitatòries de tercers cossos.   
Com a enginyers, la feina que ens pertoca és estudiar que passaria si 
intentéssim enviar un satèl·lit en el punt L5 de Lagrange, però, també un cop 
sabem quin és el resultat i com es comportaria, s’ha d’estudiar quines possibles 
solucions serien aptes per resoldre aquests desviaments d’òrbita. La solució 
que s’ha pensat i que és la millor, és la de corregir l’òrbita del satèl·lit mitjançant 
petits impulsos i poder així mantenir l’òrbita que ens pertoca. 
La valoració personal d’aquest TFC és molt satisfactòria ja que m’ha permès 
enfrontar-me a un autèntic problema d’enginyeria i a més a més he après a 
utilitzar un programa que es fa servir a empreses aeronàutiques i espacials de 
gran prestigi. Tot això no s’hagués pogut aconseguir sense la col·laboració dels 
tutors gràcies als quals, he pogut superar els inconvenients. 
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ANNEX A. PROPAGADORS DEL STK 
 
PROPAGADORS 
El Astrogator Component Browser deixa examinar les propietats de cada 
propagador seleccionat o bé, crear-n’hi un de nou mitjançant el procés de 
duplicació o edició. 
El Component Browser està configurat amb molts propagadors que poden ser 
utilitzats en situacions molt comunes, com Earth Point Mass, Earth Full, Moon-
centered i Sun-centered. A més a més, es pot crear un nou propagador, com, 
per exemple, “Venus J2” o “Jupiter Point Mass” duplicant un propagador 
existent i predefinint un o més dels seus paràmetres. 
S’utilitzen les següents propietats per la configuració dels Propagadors: 
Tipus Descripció 
Force Model Editar dels camps d’aquesta propietat per tal de seleccionar les 
forces que intervenen a la propagació de la òrbita. 
Numerical 
Integrator 
Editar els camps d’aquesta propietat per seleccionar l’algoritme 
l’integrador numèric utilitzat per integrar les acceleracions del 
satèl·lit com també les constats que controlen l’exactitud de la 
propagació. 
Plug Ins Utilitzar aquesta propietat per dissenyar funcions per diverses 
activitats del propagador. 
  
Taula A.1 Tipus de Propagadors 
 
Force Models 
El propagador Force Model deixa seleccionar i definir les forces que es vulguin 
que afectin per modelar la propagació de l’òrbita. Per exemple, les forces que 
causen les acceleracions sobre el satèl·lit. L’Astrogator integra numèricament 
aquestes acceleracions per calcular la posició i la velocitat del satèl·lit sobre el 
temps. 
Mentre es selecciona i es defineix les forces per tal com les necessitem per la 
situació que estiguem modelant, hi ha tres “force models”  que són molt 
comuns: Point Mass, J2 and Full.  
 
• Point Mass Force Models 
El Point Mass force model calcula només les acceleracions degudes al cos 
central (per exemple la Terra), i ho modela com si tota la massa del cos central 
estigués concentrada a un únic punt al seu centre. Aquest model és comú per  
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anàlisis ràpids o per la verificació de càlculs analítics. Per configurar un Point 
Mass force model s’ha de fer les següents seleccions: 
Paràmetre Descripció 
Central Body Si el cos central que s’està utilitzant no apareix en aquest 




Selecciona None en el cas de que no es vulgui afegir 
resistència al “point mass model”. 
Other Point 
Mass 
No hi hauria d’haver cap llistat de tercers cossos en aquest 
llistat en aquest camp (en el cas de que no vulgui afegir la 
gravetat d’un tercer cos pel “point mass model”). En el cas que 
n’hi hagi i es vulgui eliminar, fer clic al botó (...) i a la finestra 
Point Mass Selection, es desseleccionen. 
Gravity Field Seleccionar Point Mass. Els camps de graus i ordre han de ser 




Només en el cas de que no es vulgui afegir pressió de radiació 
solar al “point mass model” assegurar-se de que aquesta opció 
està en OFF. 
Taula A.2 Paràmetres del Point Mass Force Model 
 
• J2 Force Models 
Com en el “Point Mass model”, el “J2 force model” modela la gravetat del cos 
central. De totes maneres, en addició a l’efecte del Point Mass, també ho 
modela amb la no esfericitat del cos central, l’efecte del qual és notable sobre 
l’òrbita del satèl·lit.  
Per configurar el “J2 force model” s’ha de fer les següents seleccions: 
Paràmetre Descripció 
Central Body Si el cos central que s’està utilitzant no apareix en aquest 




Selecciona None en el cas de que no es vulgui afegir 
resistència al “J2 model”. 
Other Point 
Mass 
No hi hauria d’haver cap llistat de tercers cossos en aquest 
llistat en aquest camp (en el cas de que no vulgui afegir la 
gravetat d’un tercer cos pel “J2 model”). En el cas que n’hi hagi 
i es vulgui eliminar, fer clic al botó (...) i a la finestra Point Mass 
Selection, es desseleccionen. 
Gravity Field Seleccionar un dels models de gravetat que estigui disponible 
pel cos central seleccionat. Si el cos central és pot editar, es 
poden fer més models obrint la finestra de paràmetres pel cos 
central en qüestió i fer els canvis desitjats. 
Degree Entrar 2. 
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Order Entrar 0 (zero). 
Solar 
Radiation 
Només en el cas de que no es vulgui afegir pressió de radiació 
solar al “J2 model” assegurar-se de que aquesta opció està en 
OFF. 
Taula A.3 Paràmetres del J2 Force Model 
 
• Full Force Models 
Un “Full force model” simula els efectes de la major part de les forces que 
actuen sobre el satèl·lit. Aquest model és utilitzat quan es necessiten dades 
orbitals molt exactes, com en els últims passos de la planificació d’una missió 
espacial, i especialment durant les operacions. La selecció entre l’ampla 
varietat de paràmetres disponibles ha de ser feta concordant amb el tipus de 
missió que es té en ment. És també important coordinar aquesta configuració 
amb els altres que també estiguin treballant en la missió per tal d’aconseguir 
resultats consistents. 
El “Full force model” té els següent paràmetres editables: 
Paràmetre Descripció 
Central Body Clicar al botó (...) de la dreta de Central Body i seleccionar el 
cos central desitjat pel “force model”. 
Atmospheric 
Model 
Els paràmetres de “atmospheric models” disponibles aquí són 




Aquest camp llista els cossos que tenen efectes significatius 
en l’atracció gravitacional sobre el satèl·lit apart del cos 
central. Per afegir i/o eliminar cossos d’aquesta llista s’ha de 
clicar al botó (...) i, a la finestra de Point Mass Selection, fer 
les seleccions apropiades. 
Gravity Field Seleccionar un dels models de gravetat que estigui disponible 
pel cos central seleccionat. Si el cos central es pot editar, es 
poden fer més models obrint la finestra de paràmetres pel cos 
central en qüestió i fer els canvis desitjats. 
Degree Entrar el grau pel camp de gravetat seleccionat, observant el 
límit “max”. 
Order Entrar l’ordre pel camp de gravetat seleccionat, observant el 
límit “max”. L’Ordre no pot ser més gran que el Grau. 
Solar 
Radiation 




Seleccionar una de les següents opcions:  
• Apparent Sun to True CB – té en compte el temps 
necessitat, per la llum, per viatjar des del Sol fins el cos 
central. 
• Apparent – té en compte el temps necessitat, per la 
llum, per viatjar des del Sol a la posició del satèl·lit.  
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• True – assumeix que la llum des del Sol arriba al 
satèl·lit a l’instant.  
Flux at 1 Au La quantitat de flux solar a una distància 1 AU des del Sol. 
Speed of Light La velocitat de la llum utilitzada per fer els càlculs. 
Taula A.4 Paràmetres del Full Force Model 
 
Numerical Integrators 
L’Astrogator té tres integradors numèrics disponibles per la incorporació, per el 
“force model”, dels propagadors per predir trajectòries. A més a més, cadascun 
dels integradors numèrics poden ser configurats de tres maneres diferents amb 




Un vuitè ordre d’integració Runge-Kutta-Verner amb un control 




Un vuitè ordre d’integració Runge-Kutta-Verner amb un control 
d’error d’un novè ordre, amb toleràncies apropiades per missions 
interplanetàries. 
RK4thAdapt Un quart ordre d’integració Runge-Kutta, comparant 1 pas 
complet amb dos mitjos passos. Encara que aquesta tècnica pot 
ser bastant lenta en comparació amb altres algoritmes, és molt 
comú i pot ser utilitzada per comparacions. 
RKF7th8th Un seté ordre d’integració Runge-Kutta-Fehlberg, amb un vuitè 
ordre de control d’error. Aquest és l’integrador utilitzat en el 
propagador HPOP (High Precision Orbit Propagator). 
RKV8th9th Un vuitè ordre d’integració Runge-Kutta-Verner amb un control 
d’error d’un novè ordre. 
Taula A.5 Integradors Numèrics 
Si es selecciona “Numerical Integrator”, es pot seleccionar el tipus d’integrador 
a utilitzar pel propagador.  Es fa clic al botó (...) de les dreta del camp  
“Numerical Integrator”, i, a la finestra de selecció que apareix, es selecciona 
l’integrador desitjat. 
NOTA: Si hi ha algun dubte, seleccionar RKV8th9th, ja que aquest pot ser 
utilitzat per totes les situacions, i els valors predefinits estan establerts per 
aconseguir una bona precisió en Low Earth Orbits. 
Aquest són els paràmetres que poden ser especificats per l’integrador 
seleccionat: 
Paràmetre Descripció 
Initial Step El interval de temps entre el primer punt que l’integrador 
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avalua, i el punt inicial. 
Maximum Step El interval màxim de temps entre dos avaluacions 
consecutives. 
Maximum Iterations El màxim nombre de passos a fer quan es busca el 
interval de temps coincident amb l’error de tolerància. 
Error Control Seleccionar entre:  
• Absolute – Minimitza l’error absolut d’un element 
en el vector integrat pel qual el error és màxim. El 
control d’error es basa en valors absoluts, per 
exemple, metres per posició, m/sec per velocitat, 
etc.  
• Relative to state – Minimitza també el error d’un 
element en un vector integrat pel qual és el valor 
més gran quan es computa amb els valors 
d’altres elements.  
• Relative to step – Minimitza el error d’un element 
en un vector integrat pel qual és el més gran quan 




Aquests coeficients són utilitzats en errors de 
computació. Determinen quan el denominador s’apropa 
a un constant valor de d’Error Màxim Absolut i quan 
tendeix a ser proporcional a l’error Relatiu Màxim. 
Safety Coefficient: 
High 
Decreix quan l’error és massa elevat. 
Safety Coefficient: 
Low 
Creix quan l’error és massa baix. 
Taula A.6 Paràmetres dels Integradors 
 
Plug-Ins 
Els Plug-Ins deixa dissenyar funcions per les següents activitats dels 
propagadors 
• Pre Propagation  
• Segment Start  
• Update  
• Evaluation  
• Post Propagation  
Per dissenyar una funció per una activitat donada, s’ha de fer clic al botó (..) i 
seleccionar la funció desitjada de la finestra que apareix. Les funcions 
disponibles estan basades en Matlab, Perl, VBScript i/o un IScript Engine 
Interface. 
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• Gauss Jackson Propagator 
Les opcions del “Force Model” pel propagador “Earth Full Gauss Jackson” són 
les mateixes que aquelles del “Full Force Model”. Les opcions del seu 
“Stopping Integrator” són les mateixes que les dels integradors numèrics. 





Selecció d’un dels següents:  
• Full Correction  
• Pseudo Correction  
Time Step Entrar el interval de temps desitjat en la unitat de 
temps seleccionada (default = 30 sec). 
Max Corrector 
Iterations 




Entrar un valor especificant per l’error de tolerància 
relativa del Predictor Corrector. 
Taula A.7 Paràmetres del Gauss Jackson Propagator 
 
